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3 семестр 

В 3 семестре проводится 28 - 30 семинарских занятий по математическому ана­
лизу, включая 2 контрольные работы. Ниже приведены темь� занятий и примерные 
списки задач для решения в аудитории, дома, а также список дополнительных за­
дач. Приведены образцы типичных контрольных работ и контрольной работы на 
зачётной комиссии. Номера задач.для семинарских и домашних занятий даны по 
задачнику Б. П. Демидовича [3], дополнительных задач по теме "Числовые и функ­
циональные ряды" - по пособию И.А. Виноградовой, С.Н. Олехника и В.А. Са­
довничего [13], а дополнительных задач по теме "Интегралы" - по курсу Г.М. 
Фихтенгольца [18], том 3. 

Как правило, после изучения числовых и функциональных рядов проводится 
коллоквиум . . Для .подготовки к нему можно использовать приводимый ниже при­
мерный список задач (основная их часть взята из [13]) и дополнительные задачи 
по теме "Числовые и функциональные ряды". Также приведён примерный список 
вопросов к коллоквиуму и к экзамену. 

Программа семинарских занятий 

Числовые ряды 

Занятие 1. Понятие числового ряда. Критерий Коши, необходимое условие 
сходимости числового ряда. Признаки сравнения для знакопостоянных рядов. 

2549, 2554, 2555, 2557, 2558, 2576, 2559, 2570. 
Дома : 2552, 2553, 2562, 2567, 2568, 2575, 2577. 
Дополи.: гл. I, §6, задачи 15, 18, 20, 29, 31. 
Занятие 2. Признаки Даламбера, Коши, Раабе и Гаусса. Интегральный при­

знак Коши. 
2581, 2586, 2597, 2598, 2601, 2619 
Дома : 2583, 2589.2, 2597.1, 2599, 2600, 2620. Доказать признак Жаме (2614.1) и 

логарифмический признак (2615). 
Дополи.: гл. I, §6, задачи 52, 53, 63, 89, 106, 164, 225, 283.
Занятие 3. Знакопеременные ряды. Признак Лейбница. Абсолютная и услов-

ная сходимость. Теорема Римана о перестановке членов условно сходящегося ряда. 
2701, 2657, 2666, 2666.1, 2659, 2661, 2702. 
Дома: 2678, 2671, 2674, 2703, 2672, 2663, 2704, 2676. 
Дополи.:  гл. I, §6, задачи 361, 367, 529. §7, задача 42. 
Занятие 4. Признаки Абеля, Дирихле. Дальнейшие примеры на абсолютную 

и условную сходимость. 
2698, 2668, 2670, 2673.1, 2682, 2689, 2698.lб). 
Дома: 2679, 2680, 2683, 2684, 2686. 
Дополи.: гл. I, §6, задачи 374, 375, 384, 386, 434, 467, 502.

4 

Занятие 5. Бесконечные произведения. Абсолютная и условная сходимость бес-
конечных произведений. 

3061, 3055, 3065, 3068, 3090, 3099. 
Дома: 3062, 3056, 3076, 3077, 3091, 3092, 3094. 
Дополи.: гл. I, §6, задача 593; гл.I, §7, задача 100; а также Б. П. Демидович [3], 

задачи 3100, 3101. 

Двойные и повторные ряды 

Занятие 6. Двойные и повторные ряды. 
Рассмотреть примеры: 
1. Двойной и оба повторных ряда расходятся. (атn = т�n) 

2. Двойной и оба повторных ряда сходятся. ( amn = �)
3. Двойной ряд сходится, один повторный ряд сходится, а другой расходится. 

-1 -1
о о 

о о 
4. Двойной ряд сходится, а оба повторных ря,ца расходятся. 

-1 -1 
-1 1 -1 1
1 -1 о о 

-1 1 о о 

5. Двойной ряд расходится, а оба повторных ряда сходятся. 

1 -1 о о 
о 1 -1 о 
о о 1 -1 

6 .  Двойной ряд сходится, один повторный· ряд сходится, другой расходится. 

-1 -1 
-1 1 -1 1
о о о о 
о о о о 

5 
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7. Исследовать на сходимость двойной и оба повторных ряда

1 -1 1 -1 
-1 1 -1 1 
1/2 -1/2 1/2 -1/2 

-1/2 1/2 -1/2 1/2 

1/п -1/п l/n -1/n 

-1/n 1/п -1/п l/n 

Дома: 
Исследовать на сходимость двойной и оба повторных ряда
1 

_ (-!)m+n 
.атn- mn . 

2. атn = xmyn.
3. amn = (m�n)X. 

4. amn = (Am'+2B�m+Gn')"' л > о, АС - В2 > о, А, с > о. 
5. Smn - частичные суммы двойного ряда: Smn = •ir:,

m + si:;,n, n, т Е N.
6. Smn = �:;:;::, n, т Е N.
Дополи.: гл. I, §6, задачи 1342, 1347. 

Функциональные ряды 

Занятие 7. Понятие равномерной сходимости функциональных последователь-
ностей и рядов. 

2741, 2747, 2748, 2771, 2772. 
Дома: 2717, 2742, 2751, 2753, 2773. 
Дополи.: гл. I, §7, задачи 46, 47, 50, 51, 52, 54. 
Занятие 8. Признаки Вейерштрасса, Дирихле, Абеля равномерной сходимости 

функциональных последовательностей и рядов. 
2774 г), 2786, 2777, 2775, 2781, 2790.
Дома: 2774 в), 2778, 2789, 2782, 2791, 2780. 
Дополи.: гл. I, §6, задачи 879, 881, 895, 917. 
Занятие 9. Непрерывность, дифференцируемость и почленное интегрирование

функциональных последовательностей и рядов. 
2792, 2797, 2802, 2806. 
Дома: 2798, 2799, 2803, 2808, 2808.1. 
Дополи.: гл. I, §7, задачи 62, 63, 65. 
Занятие 10. Степенные ряды. Формула Коши-Адамара. Разложение в ряд Тей­

лора. 
2812, 2814, 2815, 2830, 2839, 2840, 2843, 2858. 
Дома: 2813, 2818, 2827, 2829, 2834, 2853, 2859, 2898. 

6 

00 
До полн. : 1) Привести пример степенного ряда 2:: anxn, сходящегося неравно­

n=О 
мерно на lxl < R, R - радиус сходимости. 2) гл. I, §7, задача 76.

Занятие 11. Действия над степенными рядами.
2855, 2873 б), 2901, 2906, 2908, 2910, 2911, 2915. 
Дома: 2902, 2904, 2907, 2912, 2909, 2899. 
Дополи.: гл. I, §6, задачи 1142, 1197, 1216, 1223, 1238, 1257, 1274, 1293. 

Обобщенные методы суммирования 

Занятие 12. Суммирование расходящихся рядов. Методы Чезаро и Пуассона­
Абеля. 

1. Привести примеры рядов, не суммируемых ни методом Пуассона-Абеля, ни
методом Чезаро (1+1+1 + ... ) .

· 

2. Привести пример ряда, суммируемого методом Пуассона-Абеля, но не сумми-оо 
руемого методом Чезаро ( 2:: ( -1) nn).

n=1 00 00 
3. Просуммировать ряды 2:: sin(n&), 2:: cos(n&) методами Чезаро и Пуассона-

n=l n=l 
Абеля. 00 

4. Показать, что если ряд 2:: an суммируем методом Чезаро, то необходимо,
n=l 

чтобы an = o(n). 00 
5. Докааать теорему Таубера. Если ряд 2:: an суммируем методом Пуассона-

n=l 
Абеля и имеет обобщенную сумму равную А, при этом lim •1+2•2+".+na" = О, то

n-+oo n 
00 
2:: an =А. 
n=1 

Дома: гл. I, §7, задачи 92, 96.
Дополи.: гл. I, §7, задачи 85, 89, 90, 94. 
Занятие 13. Контрольная работа.

Двойные интегралы. Вычисление площадей 

Занятие 14. Двойные интегралы. Сведение к повторным.
3916, 3918, 3925, 3928, 3932, 3936, 3975. 
Дома: 3905, 3909, 3910, 3974, 3922, 3927. 
Дополи.: п. 570, задачи 10, 11, 12. 
Занятие 15. Замена переменных в двойном интеграле.
3941, 3945, 3953, 3957, 3963, 3967, 3972. 
Дома: 3940, 3942, 3947, 3950, 3955, 3958, 3964, 3968. 
Дополи.: п. 572, задачи 10, 11; п. 574, задачи 13, 14, 15. 
Занятие 16. Вычисление площадей и объемов.
3986, 3987, 3996, 4009, 4007, 4012, 4016, 3995, 4003. 
Дома: 3988, 3994, 3999.1, 3999. 
Дополи.: п. 583, задача 4 (а, б, в) ; п. 586, задачи 4, 7, 8, 9.
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1 -1 1 -1 
-1 1 -1 1 
1/2 -1/2 1/2 -1/2 

-1/2 1/2 -1/2 1/2 

1/п -1/п l/n -1/n 

-1/n 1/п -1/п l/n 
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Тройные интегралы. Вычисление объемов 

Занятие 17. Тройные интегралы. Сведение к повторным. Замена переменных.
4081, 4082, 4088, 4076. 
Дома: 4077, 4083, 4085, 4087. 
Дополи.: п. 625, задачи 3, 4, 8, 9, 10, 11, 12. 
Занятие 18. Объёмы. 4090, 4091, 4106, 4110, 4385.1
Дома: 4093, 4102, 4107, 4112, 4127. 
Дополи.: п. 637, задачи 7, 8, 10, 11. 

Многократные интегралы 

Занятие 19. Многократные ·интегралы.
4208, 4209, 4211 (см. 2281), 4201, 4203, 4204 а). 
Дома: 4202, 4204 б), 4210, 4212. 
Дополи.: п. 647; п. 650, задачи 3, 4, 5, 6, 7. 

Несобственные интегралы 

Занятие 20. Несобственные интегралы.
4161, 4164, 4167, 4168. 
Дома: 4162, 4177, 4184, 4192, 4182. 
Дополи.: п. 592, задачи 5, 6, 17, 18, 23.

Криволинейные и поверхностные интегралы. 
Формулы Грина, Стокса и Остроградского - Гаусса. Теория поля 

Занятие 21. Криволинейные интегралы.
4221, 4226, 4237, 4251, 4281. 
Дома: 4222, 4228, 4232, 4282. 
Дополи.: п. 524, задачи 11, 12, 13, 14; п. 529, задачи 1, 2, 3.
Занятие 22. Формула Грина. Полные дифференциалы.
4303, 4307, 4323, 4249, 4266, 4268, 4286, 4290. 
Дома: 4302, 4306, 4311, 4324, 4329, 4252, 4262, 4265, 4285, 4289. 
Дополи.: п. 540, задачи 1, 2; п. 541, задачи 1, 2, 3; п. 577, задачи 6, 7. 
Занятие 23. Поверхностные интегралы первого рода. Вычисление площадей

поверхностей. 
4343, 4349, 4041, 4048, 4040, 4047. 
Дома: 4037, 4049, 4344, 4345. 
Дополи.: п. 604, задачи 4, 5, 8, 17; п. 607, задачи 2, 3, 5, 7, 8, 11. 
Занятие 24. Поверхностные интегралы второго рода.
4362, 4364, 4366, 4361, 4358. 
Дома: 4363, 4365, 4359. 
Дополи.: п. 615, задачи 2, 4, 5. 
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Занятие 25. Формула Стокса.
4367, 4373, 4372, 4369. 
Дома: 4368, 4370, 4371, 4329. 
Дополи.: п. 615, задачи 9, 10. 
Занятие 26. Формула Остроградского.
4391, 4388, 4393, 4390, 4385. 
Дома: 4381, 4383, 4387, 4389, 4392, 4395. 
Дополи.: п. 629, задачи 4, 5, 6, 8. 
Занятие 27. Теория поля.
4431, 4440, 4452.2, 4441, 4457, 4426. 
Дома: 4430, 4439, 4442, 4452.1, 4454, 4455. 
Дополи.: п. 644, задачи 1, 2, 3; п. 646, задачи 1, 2, 3, 4. 
Занятие 28. Контрольная работа.

Варианты контрольной работы по теме 
"Числовые и функциональные ряды" 

Вариант 1 
00 2·5"·(Зn- 1} 1. Исследовать на сходимость ряд L з"n! .

n;;;;.l 
б � -!}' зin Зn) 2. Исследовать на а салютную и условную сходимость ряд LI n +i .

n=l 3. Исследовать на абсолютную и условную сходимость бесконечное
00 

произведение П ( 1 + f,;-). 
n=l 

00 . и '°' sin(x) cos(nж) ( ) 4. сследовать ряд на равномерную сходимость: LI log( n+:i' ) , х Е -оо, оо .n=l 00 (-!)' 5. Определить область Е существования функции f(x) = L � и исследовать
n=l 

ее на дифференцируемость во внутренних точках Е. 
6. Найти множество сходимос•rи степенного ряда Е (H(�i)•)• (х - l)n.

n=l 

Вариант 2 
1. Исследовать ряд на сходимость: Е Cj;; - )log !!f-).

n=I 00 о 
2. Исследовать ряд на абсолютную и условную сходимость: L cos п 10�, n. 

n=I 
00 (l:ft.i"г 3. Найти область сходимости функционального ряда L , .n=l n. 

4. Исследовать на равномерную сходимость на области сходимости00 
а) ряд L е-n'ж' 

sin(nx),
n=l 

б) последовательность fn(x) = пх(1 - x)n.
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5. Исследовать на непрерывность на области существования 00 
сумму ряда L; вin nж 

.
n=2 nlog2n 

ОО (?n\11 
6. Определить радиус сходимости ряда L; Aixn . 

n=I 
7. Разложить в ряд Тейлора по степеням х функцию f(x) = arctgx2, указать 

область сходимости ряда. 

Варианты контрольной работы по теме "Интегралы" 

Вариант 1 
1. Найти Jf(y/x)2 dxdy, G = {1 ::С: х2 +у2:::: 2х}.

G 
2. Найти JJJ(x2-z2) dxdydz, где G ограничена плоскостями у= -x,z = х, z =у,G z = 1. 
3. Найти Jf (x +у+ z) dS, где S - часть сферы х2 + у2 + z2 = 1, z;::: О. 

s 
4. Найти поток поля (х + z)i +(у+ x)j + (z + y)k через полную внешнюю по-

верхность тела х2 + у2 ::С: R2, О ::С: z <:; у. 
5. Найти циркуляцию поля z2i + x2j + y2k вдоль контура Г = {х2 + у2 + z2 = 1, 

x+y+z=1}. 

Вариант 2 
1. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми: ху = а, ху = Ь, у = сх2, 

у = dx2, О <:; а ::С: Ь, О ::С: с ::С: d.
2. Найти объем тела V, ограниченного поверхностями: х2 + у2 + z2 = R2, х2 +

у2 + (z-r)2 = R2, О ::С: r ::С: R, точка (0,0,r) Е V.
3. Найти площадь части поверхности z = у' х2 - у2, заключенной внутри цилин­

дра (х2 + у2)2 = а2(х2 _ у2).
4. Вычислить криволинейный интеграл f (ydx + zdy + xdz), С - пересечение 

с 
плоскости х +у+ z = О  и поверхности z = х2 + у2. Направление обхода - против 
часовой стрелки, если смотреть с положительной стороны оси ОХ. 

5. Вычислить поверхностный интеграл JJ жcosa+ycosP+zcos7dS S: ж' +�+'' = 1 
5 

rз 1 � ь CI , 
r = у' х2 + у2 + z2, { cos а, cos f3, cos 'У} - направляющие косинусы внешней нормали. 

6. Найти поток вектора а= {х3, у3, z3} через поверхность х2 + у2 + z2 = х.

Вопросы к коллоквиуму по теме 

"Числовые ряды. Функциональные последовательности и ряды" 

1. Понятие числового ряда. Критерий Коши. Необходимое и достаточное условие 
сходимости рядов с неотрицательными членами. 

Признаки сходимости рядов с неотрицательными членами (вопросы 2 - 4 )
2. Признаки сравнения. 
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3. Признаки Даламбера и Коши, их сравнение. 

4. Признак Коши-Маклорена. 
5. Теорема Римана о перестановке членов в числовых рядах. 

6. Теорема Коши о перестановке членов в числовых рядах. 

7. Последовательности с ограниченным изменением и их свойства. 

8. Признаки сходимости произвольных числовых рядов (Абеля, Дирихле-Абеля, 

Лейбница). 
9. Теорема Мертенса. 
10. Взаимосвязь междУ сходимостью четырех рядов: повторных, двойного и 

"одинарного". 
11. Метод Чезаро суммирования расходящихся рядов. 
12. Метод Пуассона-Абеля суммирования расходящихся рядов. 
13. Бесконечные произведения и их свойства. 
14. Последовательности с равномерно ограниченным изменением и их свойства. 
15. Признаки Абеля равномерной сходимости функциональных рядов. 
16. Признак Дини равномерной сходимости функциональных последовательно-

стей и рядов. 
17. Непрерывность суммы функционального ряда. 
18. Почленное интегрирование функциональных рядов. 
19. Почленное дифференцирование функциональных последовательностей. 
20. Сходимость в среднем, связь с равномерной сходимостью, теорема о почлен­

ном интегрировании. 
21. Теорема Арцела. 
22. Теорема Коши-Адамара. 

Задачи для коллоквиума 

00 
1. ([11], гл. I, §7, задача 2) Пусть an >О и ряд L; an сходится. Доказать, что n=l 00 

ряд L: S,./n расходится. 
n=l 00 

2. ([11], гл. I, §7, задача 8) Привести пример сходящегося ряда L: an, an >О,
n=l 

для которого liПin-100nan > О. 
3. Привести пример расходящегося ряда f: (-1)n-1ащ an > О, для которого 

n=l 
limn-100 an = о. 00 

4. ([11 ], гл. I, § 7, задача42) Пусть f Е 01[1, +оо) и J f'(x) dx сходится абсолют­
! 

00 
но. Доказать, что сходимость ряда L: f(n) эквивалентна сходим.ости интеграла 

n=l 
00 
J f(x) dx.
1 
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5. Исследовать на непрерывность на области существования 00 
сумму ряда L; вin nж 

.
n=2 nlog2n 

ОО (?n\11 
6. Определить радиус сходимости ряда L; Aixn . 

n=I 
7. Разложить в ряд Тейлора по степеням х функцию f(x) = arctgx2, указать 

область сходимости ряда. 

Варианты контрольной работы по теме "Интегралы" 

Вариант 1 
1. Найти Jf(y/x)2 dxdy, G = {1 ::С: х2 +у2:::: 2х}.

G 
2. Найти JJJ(x2-z2) dxdydz, где G ограничена плоскостями у= -x,z = х, z =у,G z = 1. 
3. Найти Jf (x +у+ z) dS, где S - часть сферы х2 + у2 + z2 = 1, z;::: О. 

s 
4. Найти поток поля (х + z)i +(у+ x)j + (z + y)k через полную внешнюю по-

верхность тела х2 + у2 ::С: R2, О ::С: z <:; у. 
5. Найти циркуляцию поля z2i + x2j + y2k вдоль контура Г = {х2 + у2 + z2 = 1, 

x+y+z=1}. 

Вариант 2 
1. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми: ху = а, ху = Ь, у = сх2, 

у = dx2, О <:; а ::С: Ь, О ::С: с ::С: d.
2. Найти объем тела V, ограниченного поверхностями: х2 + у2 + z2 = R2, х2 +

у2 + (z-r)2 = R2, О ::С: r ::С: R, точка (0,0,r) Е V.
3. Найти площадь части поверхности z = у' х2 - у2, заключенной внутри цилин­

дра (х2 + у2)2 = а2(х2 _ у2).
4. Вычислить криволинейный интеграл f (ydx + zdy + xdz), С - пересечение 

с 
плоскости х +у+ z = О  и поверхности z = х2 + у2. Направление обхода - против 
часовой стрелки, если смотреть с положительной стороны оси ОХ. 

5. Вычислить поверхностный интеграл JJ жcosa+ycosP+zcos7dS S: ж' +�+'' = 1 
5 

rз 1 � ь CI , 
r = у' х2 + у2 + z2, { cos а, cos f3, cos 'У} - направляющие косинусы внешней нормали. 

6. Найти поток вектора а= {х3, у3, z3} через поверхность х2 + у2 + z2 = х.
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5. ([11], гл. I, § 7, задача 41а) Пусть последовательность an монотонна, но не яв-
оо 00 

ляется бесконечно малой. Доказать, что ряды I; an sin па, I; an cos па расходятся
n=l n=l 

при всех а fo 1Гk, k Е Z. 
6. ([11], гл. I, § 7, задача.41б) Пусть последовательность an монотонна и является

00 00 
бесконечно малой, причем ряд L; an расходится. Доказать, что ряды 2: an sin па 

00 
n=l n=l 

и 2:; an сов па сходятся условно при всех а fo 1Гk, k Е Z. 
n=I 

7. Пусть ряды f an, f Ьn сходятся условно, а их произведение по Коши f Сп 
n=l n=l n=l 

сходится. Доказать, что fi Сп = (j;1 
an) (j;1 

Ьn) · 
8. Доказать, что любую последовательность с ограниченным изменением можно

представить в виде разности двух монотонных ограниченных последовательностей. 
9. Для любой последовательности { amn}, т, n Е N, обозначим Л1,o(amn) = amn -

am+l,n1 Ло,1(атп) =· amn - am,n+I• Л1,1(атn) = amn - am+l,n - am,n+I + am+l,n+I·
Проверить, что для двойных сумм имеет место преобразование Харди: 

m n m-1 n-1 m-1 n-1 

LLaijЬij = L L S;jЛ1,1(Ь;;) + L S;riЛ1,o(b;n) + L Sm;Ло,1(Ьтj) + SmnЬmn1 
i=l j=I i=l j=l i=l j=l 

i j 
где SiJ = L; I; apq· В качестве применения исследовать на сходимость двойной ряд

p=l q=l 
00 � 
Е i±w-· а> о.

i,j=l J 
10. ([11], гл. I, § 7, задача46) Пусть М С JR - произвольное множество и по-

следовательность fn(x) непрерывных на М функций сходится равномерно на М. 
Доказать, что она сходится равномерно на Л1. 

11. ([11], гл. 1, §7, задача50) Может ли последовательность разрывных на [а,Ь]

функций равномерно сходиться на [а, Ь] к непрерывной функции? 
12. ([11], гл. 1, § 7, задача.51) Может ли последовательность непрерывных на [а, Ь]

функций равномерно сходиться на [а, Ь] к разрывной функции? 
13. ([11], гл. 1, § 7, задача55) Привести пример двух последовательностей un(x),

vn(x), равномерно сходящихся на [О, 1) таких, что последовательность un(x)vn(x)

сходится на [О, 1] неравномерно.
14. ([1 1], гл. 1, § 7, задача65) Показать, что последовательность гладких функ­

ций f n ( х) = п-112 sin пх равномерно сходится на JR, а последовательность f � ( х)

расходится в каждой точке х Е JR. 
15. Исследовать последовательность {xn} на равностепенную непрерывность на 

множестве Е, где: а) Е = [О, 1/2]; б) Е = [О, 1].
1 6. Найти сумму функционального ряда f п3хn.

n=l 

17. Просуммировать ряд Е (-1)nп2 методом Пуассона-Абеля.
n=l 

1 2  

00 
18. ([11], гл. 1, § 7, задача 89) Пусть ряд I; an суммируем методом Чезаро и

n=l 
00 

an = о(l/п) при п -t оо. Доказать, что ряд I; an сходится.
n=1 

00 
19. ([11], гл. I, § 7, задача 96) Доказать, что если ряд Е an суммируем методом

n=1 
Абеля, то для любого t: > О имеем an = o((l + c)n) при п -t оо. 

а: 

Вариант зачётной комиссии 

1. Исследовать на абсолютную и условную сходимость относительно параметра

f cos10n 

n=2 n<> ln(п + 1) ·

2. Разложить в степенной ряд по степеням х, определить область сходимости:

5 
f (х) = 6 + х - х2

3. Исследовать функцию на непрерывность: 

4. Найти объём тела:

5. Найти:

+оо 
j(x)=L:e-Snж, х>О.

n=O 

z = 3./х2 + у2, z = 10 - х2 -
у2• 

0, 1 · grad(ediv(r'fi), где r = lf1, r= {x,y,z}.

6. Найти поток рчерез часть П поверхности S, вырезаемую плоскостью 7Г: 

p={x,y+z,z-y}, S: x2+y2+z2=9, 7Г: z=O(z�O)

(нормаль - внешняя к замкнутой поверхности, образуемой данными поверхностя­
ми, П - незамкнута.я. поверхность).
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Вопросы к экзамену 

В каждом экзаменационном билете содержится один вопрос. 
1. Понятие числового ряда. Критерий Коши. Необходимое и достаточное условие

сходимости рядов с неотрицательными членами. 
2. Признаки сходимости рядов с неотрицательными членами (признаки сравне­

ния, Даламбера, Коши, Коши-Маклорена). 
3. Теоремы Коши и Римана о перестановке членов в числовых рядах.
4. Признаки сходимости произвольных числовых рядов (два признака Абеля,

признаки Дирихле-Абеля, Лейбница). 
5. Арифметические операции над сходящимися числовыми рядами. Теорема

Мертенса. 
6. Бесконечные произведения, критерии их сходимости.
7. Необходимое условие сходимости двойного ряда. Связь между сходимостью

двойного ряда и повторного ряда. Критерий сходимости двойного ряда с неотри­
цательными членами. 

8. Абсолютная сходимость двойного ряда. Взаимосвязь между сходимостью че­
тырех рядов: повторных, двойного и "одинарного". 

9. Обобщенные методы суммирования расходящихся рядов (методы Чезаро и
Пуассона-Абеля). 

10. Функциональные последовательности и ряды. Равномерная сходимость.
Критерий Коши. 

11. Признаки равномерной сходимости функциональных рядов (два признака
Абеля, признаки Дирихле-Абеля, Вейерштрасса). 

12. Признак Дини равномерной сходимости функциональных рядов и последо­
вательностей. Почленный переход к пределу, непрерывность предельной функции 
функциональных последовательностей и рядов. 

13. Почленное дифференцирование, существование первообразных функций для
функциональных последовательностей и рядов. 

14. Почленное интегрирование функциональных последовательностей и рядов
(две теоремы). Сходимость в среднем, связь с равномерной сходимостью. 

15. Теорема Арцела. Признак равностепенной непрерывнос'Fи функциональной
последовательности. 

16. Степенные ряды. Теорема Коши-Адамара. Непрерывность суммы, почленное
интегрирование и дифференцирование степенного ряда. Разложение функций в 
степенные ряды. 

17. Определение и доказательство существования двойного интеграла при помо­
щи прямоугольных разбиений области. Классы интегрируемых функций. Основные 
свойства двойного интеграла. 

18. Определение двойного интеграла при помощи произвольных разбиений об­
ласти. Эквивалентность двух определений. 

19. Сведение двойного интеграла к повторному однократному. 
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20. Кратные несобственные интегралы от неотрицательных функций. Признаки
сходимости. 

21. Кратные несобственные интегралы от знакопеременных функций. Эквива­
лентность понятий сходимости и абсолютной сходимости. 

22. Криволинейные интегралы первого и второго рода.
23. Понятие поверхности. Нормаль и касательная плоскость к поверхности. Лем-

ма о проекции окрестности точки на касательную плоскость. 
24. Площадь поверхности. Квадрируемость поверхности.
25. Поверхностные интегралы первого и второго рода.
26. Преобразование базисов. Инварианты линейного оператора.
27. Дивергенция, ротор и производная по направлению векторного поля. По-

вторные операции теории поля. 
28. Формула Грина. Формула Остроградского-Гаусса.
29. Формула Стокса.
30. Условия независимости криволинейного интеграла второго рода на плоско­

сти от пути интегрирования. 

4 семестр 

В 4 семестре проводится примерно 11 семинарских занятий по математическому 
анализу, включая одну контрольную работу по интегралам, зав:исящим от пара­
метра, и одну самостоятельную работу по рядам Фурье (на 1 час). Как и прежде,
номера задач для семинарских и домашних занятий даны по задачнику В. П. Де­
мидовича [3], а номера дополнительных задач - по пособию И. А. Виноградовой, 
С. Н. Олехника и В. А. Садовничего [13]. Приведены образцы типичных контроль­
ных и самостоятельных работ, вариант для зачетной комиссии и список задач к 
коллоквиуму по теме "Интегралы, зависящие от параметра". Также приведён при­
мерный список вопросов к коллоквиуму и к экзамену. 

Кроме того, проводится 15 - 16 семинарских занятий, включая контрольную
работу по курсу теории функций комплексного переменного. Номера задач для 
семинарских и домашних занятий даны по задачнику Т. А. Леонтьевой, В. С. Пан­
ферова и В. С. Серова [8], а номера дополнительных задач - по задачникам [7], [17]. 
Приведён типичный вариант контрольной работы, а также список задач, рекомен­
дуемых при подготовке к экзамену. 

Программа семинарских занятий по математическому анализу 

Интегралы, зависящие от параметра 

Занятие 1. Собственные интегралы, зависящие от параметра, с постоянными
пределами интегрирования. 

3712, 3713(в,г), 3711, 3714, 3714.1, 3726. 
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(две теоремы). Сходимость в среднем, связь с равномерной сходимостью. 

15. Теорема Арцела. Признак равностепенной непрерывнос'Fи функциональной
последовательности. 

16. Степенные ряды. Теорема Коши-Адамара. Непрерывность суммы, почленное
интегрирование и дифференцирование степенного ряда. Разложение функций в 
степенные ряды. 

17. Определение и доказательство существования двойного интеграла при помо­
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анализу, включая одну контрольную работу по интегралам, зав:исящим от пара­
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номера задач для семинарских и домашних занятий даны по задачнику В. П. Де­
мидовича [3], а номера дополнительных задач - по пособию И. А. Виноградовой, 
С. Н. Олехника и В. А. Садовничего [13]. Приведены образцы типичных контроль­
ных и самостоятельных работ, вариант для зачетной комиссии и список задач к 
коллоквиуму по теме "Интегралы, зависящие от параметра". Также приведён при­
мерный список вопросов к коллоквиуму и к экзамену. 

Кроме того, проводится 15 - 16 семинарских занятий, включая контрольную
работу по курсу теории функций комплексного переменного. Номера задач для 
семинарских и домашних занятий даны по задачнику Т. А. Леонтьевой, В. С. Пан­
ферова и В. С. Серова [8], а номера дополнительных задач - по задачникам [7], [17]. 
Приведён типичный вариант контрольной работы, а также список задач, рекомен­
дуемых при подготовке к экзамену. 

Программа семинарских занятий по математическому анализу 

Интегралы, зависящие от параметра 

Занятие 1. Собственные интегралы, зависящие от параметра, с постоянными
пределами интегрирования. 

3712, 3713(в,г), 3711, 3714, 3714.1, 3726. 
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Дома: 3713(а,б), 3713.1, 3715, 3723. Найти 

3 

lim � j sin(tx)vx2 + t2 + tx + 1 dx.
t->0+ t 

1 

Дополи.: гл. I, §4, задачи 396 - 402, 408, 409, 412, 421, 422. 
Занятие 2. Собственные интегралы, зависящие от параметра, с переменными

пределами интегрирования. Свойства собственных интегралов, зависящих от пара­
метра. 

3716, 3718(б}, 3717, 3728, 3734, 3737. 
Дома: 3718(а,д), 3730, 3738, 3732, 3735. 
Доnолн.: гл. I, §5, задачи 57, 58; гл. 1, §4, задачи 440, 469, 470: 
Занятие 3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра. Равномерная

сходимость. 
3741, 3745, 3753, 3755, 3755.1, 3752, 3773. 
Дома: 3742, 3746, 3754, 3755.2, 3755.3. 
Дополи.: гл. I, §4, задачи 506, 512, 517, 521, 529, 538. 
Занятие 4. Признаки Вейерштрасса, Дирихле и Абеля равномерной сходимо­

сти. 00 
3756, 3757, 3760.1, 3761. Исследовать J х����х dx на равномерную сходимость на

о 
множестве: а) а Е (ао , +оо}, О!о > О; б) а Е (О, +оо).

Дома; 3760, 3763, 3766, 3767, 3768, 3776.2. Исследовать на равномерную сходи-оо 00 
мость интегралы: J � dx на множестве t Е [О, 1); J vx(��:2x2) dx на множестве

о 1 
О! Е (-оо, +оо). 

Дополи.: гл. I, §4, задачи 550, 551, 543, 559, 560, 561; гл.1, §5, задачи 63, 68, 69. 
Занятие 5. Свойства несобственных интегралов, зависящих от параметра. Фор-

мула Фруллани. 
3777, 3777.1, 3779, 3782, 3789, 3788, 3792. 
Дома: 3787, 3776.1, 3780, 3781, 3791, 3784, 3796. 
Дополи.: гл. I, §4, задачи 586, 589, 599, 616, 623. 
Занятие 6. Вычисление несобственных интегралов, зависящих от параметра.

Интегралы Пуассона, Дирихле, Лапласа, Френеля. 
3776 • ' 3786, 3817, 3820, 3825, 3830, 3801. 
Дома: 3807, 3811, 3811.1, 3813, 3815, 3822, 3829. 
Дополи.: гл. I, §4, задачи 636, 649, 659, 666, 690, 691. 
Занятие 7. Эйлеровы интегралы.
3843, 3848, 3868, 3870, 3850, 3851, 3861. 

*Интеграл Пуассона уже был вычислен на лекции в 3 семестре при изучении несобственных 

кратных интегралов. В задаче 3776 предлагается другой способ вычисления этого интеграла. Он 
позволяет попутно вывести формулу Ба.плиса, представляющую число 71' как предел рациональ­

ных дробей. 
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Дома: 3844, 3845, 3847, 3849, 3856, 3860, 3863, 3857. 
Дополп.: гл. III, §12, задачи 184, 205, 218, 225, 238. 
Занятие 8. Контрольная работа.

Ряды Фурье. Интеграл Фурье и преобразование Фурье 

Занятие 9. Ряды Фурье. Разложение на [-1Г,7Г).
2937, 2938, 2940, 2946, 2959, 2962, 2984. 
Дома: 2936, 2942, 2943, 2945, 2985. 
Дополи.: гл. П, §4, задачи 79(а,б}, 81; §5, задача 14.
Занятие 10. Ряды Фурье. Разложение на [а, Ь].
2961, 2955, 2964, 2949, 2966, 2975, 2978, 2979. 
Дома: 2963, 2956, 2948, 2967, 2976, 2977. 
Дополи.: гл. П, §4, задачи 77, 98, 102. §5, задача 24. 
Занятие 11. Самостоятельная работа (1 час). Интеграл Фурье и преобразова-

ние Фурье. 
3881, 3887, 3893, 3898, 3895. 
Дома: 3882, 3888, 3896, 3900. 
Дополи.: гл. П, §4, задачи 162, 181, 195-197, 199.

Вариант 1 

Варианты контрольной работы по теме 
"Интегралы, зависящие от параметра" 

1. Исследовать на равномерную сходимость па области существования интегра-
1 00 

лы: а) J �; б} J е-(х-а)' dx.о -оо 00 
2. Исследовать интеграл J ае-ха' dx на непрерывность на области существова­

о 
ния. +оо e-c.t e-bt 

3. Вычислить интеграл J � dt, а > О, Ь > О.
о 

+оо 
J x3&r 4. Определить область существования интеграла (2+хз)• и вычислить этот
о 

интеграл. 
Вариант 2 
1. Найти F'(a}, если F(a) = j In(l;ax) dx. 

о 
00 

2. Исследовать на равномерную сходимость J •i� ·� dx 2 в случаях: а) s Е (1, 2);
. 0 s + x-s) 

б) s Е (О, +оо).
00 

3. Исследовать на непрерывность !(а) = J 1�:!:)" а Е (-оо, +оо).
1 

00 • 
4. Вычислить J ·-··;·-•· sin Лх dx, а > О, Ь > О. Обосновать вычисление.

о 

1 
7 1 



Дома: 3713(а,б), 3713.1, 3715, 3723. Найти 

3 

lim � j sin(tx)vx2 + t2 + tx + 1 dx.
t->0+ t 

1 

Дополи.: гл. I, §4, задачи 396 - 402, 408, 409, 412, 421, 422. 
Занятие 2. Собственные интегралы, зависящие от параметра, с переменными

пределами интегрирования. Свойства собственных интегралов, зависящих от пара­
метра. 

3716, 3718(б}, 3717, 3728, 3734, 3737. 
Дома: 3718(а,д), 3730, 3738, 3732, 3735. 
Доnолн.: гл. I, §5, задачи 57, 58; гл. 1, §4, задачи 440, 469, 470: 
Занятие 3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра. Равномерная

сходимость. 
3741, 3745, 3753, 3755, 3755.1, 3752, 3773. 
Дома: 3742, 3746, 3754, 3755.2, 3755.3. 
Дополи.: гл. I, §4, задачи 506, 512, 517, 521, 529, 538. 
Занятие 4. Признаки Вейерштрасса, Дирихле и Абеля равномерной сходимо­

сти. 00 
3756, 3757, 3760.1, 3761. Исследовать J х����х dx на равномерную сходимость на

о 
множестве: а) а Е (ао , +оо}, О!о > О; б) а Е (О, +оо).

Дома; 3760, 3763, 3766, 3767, 3768, 3776.2. Исследовать на равномерную сходи-оо 00 
мость интегралы: J � dx на множестве t Е [О, 1); J vx(��:2x2) dx на множестве

о 1 
О! Е (-оо, +оо). 

Дополи.: гл. I, §4, задачи 550, 551, 543, 559, 560, 561; гл.1, §5, задачи 63, 68, 69. 
Занятие 5. Свойства несобственных интегралов, зависящих от параметра. Фор-

мула Фруллани. 
3777, 3777.1, 3779, 3782, 3789, 3788, 3792. 
Дома: 3787, 3776.1, 3780, 3781, 3791, 3784, 3796. 
Дополи.: гл. I, §4, задачи 586, 589, 599, 616, 623. 
Занятие 6. Вычисление несобственных интегралов, зависящих от параметра.

Интегралы Пуассона, Дирихле, Лапласа, Френеля. 
3776 • ' 3786, 3817, 3820, 3825, 3830, 3801. 
Дома: 3807, 3811, 3811.1, 3813, 3815, 3822, 3829. 
Дополи.: гл. I, §4, задачи 636, 649, 659, 666, 690, 691. 
Занятие 7. Эйлеровы интегралы.
3843, 3848, 3868, 3870, 3850, 3851, 3861. 

*Интеграл Пуассона уже был вычислен на лекции в 3 семестре при изучении несобственных 

кратных интегралов. В задаче 3776 предлагается другой способ вычисления этого интеграла. Он 
позволяет попутно вывести формулу Ба.плиса, представляющую число 71' как предел рациональ­

ных дробей. 
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Дома: 3844, 3845, 3847, 3849, 3856, 3860, 3863, 3857. 
Дополп.: гл. III, §12, задачи 184, 205, 218, 225, 238. 
Занятие 8. Контрольная работа.

Ряды Фурье. Интеграл Фурье и преобразование Фурье 

Занятие 9. Ряды Фурье. Разложение на [-1Г,7Г).
2937, 2938, 2940, 2946, 2959, 2962, 2984. 
Дома: 2936, 2942, 2943, 2945, 2985. 
Дополи.: гл. П, §4, задачи 79(а,б}, 81; §5, задача 14.
Занятие 10. Ряды Фурье. Разложение на [а, Ь].
2961, 2955, 2964, 2949, 2966, 2975, 2978, 2979. 
Дома: 2963, 2956, 2948, 2967, 2976, 2977. 
Дополи.: гл. П, §4, задачи 77, 98, 102. §5, задача 24. 
Занятие 11. Самостоятельная работа (1 час). Интеграл Фурье и преобразова-

ние Фурье. 
3881, 3887, 3893, 3898, 3895. 
Дома: 3882, 3888, 3896, 3900. 
Дополи.: гл. П, §4, задачи 162, 181, 195-197, 199.

Вариант 1 

Варианты контрольной работы по теме 
"Интегралы, зависящие от параметра" 

1. Исследовать на равномерную сходимость па области существования интегра-
1 00 

лы: а) J �; б} J е-(х-а)' dx.о -оо 00 
2. Исследовать интеграл J ае-ха' dx на непрерывность на области существова­

о 
ния. +оо e-c.t e-bt 

3. Вычислить интеграл J � dt, а > О, Ь > О.
о 

+оо 
J x3&r 4. Определить область существования интеграла (2+хз)• и вычислить этот
о 

интеграл. 
Вариант 2 
1. Найти F'(a}, если F(a) = j In(l;ax) dx. 

о 
00 

2. Исследовать на равномерную сходимость J •i� ·� dx 2 в случаях: а) s Е (1, 2);
. 0 s + x-s) 

б) s Е (О, +оо).
00 

3. Исследовать на непрерывность !(а) = J 1�:!:)" а Е (-оо, +оо).
1 

00 • 
4. Вычислить J ·-··;·-•· sin Лх dx, а > О, Ь > О. Обосновать вычисление.

о 

1 
7 1 



1Г/2 
5. Вычислить J sin312 х cos112 х dx. 

о 

Варианты самостоятельной работы по теме "Ряды Фурье" 

Вариант 1 
1. Разложить в ряд Фурье на отрезке [-7Г,7Г] функцию f(x) = sign(sinx), на­

рисовать график суммы ряда и исследовать ряд на равномерную сходимость на 
[-7Г' 7Г]. 

2. Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию f (х) = sin ах, х Е [О, 7Г], 
нарисовать график суммы ряда и исследовать ряд на равномерную сходимость на 
[-7Г, 7Г]. 

Вар11ант 2 
1. Разложить функцию, заданную графически по косинусам кратных дуг, на­

рисовать график суммы ряда Фурье: 

� 
. 71 
-r. 

/} '1f/7- 11 .z: 
2. Разложить в ряд Фурье функцию, зада1шую графически на [О, 37!"], нарисовать

график суммы ряда Фурье: 

ч- -- --:· 
�1 

Вопросы к коллоквиуму по теме 

"Интегралы, зависящие от параметра" 

1. Собственные интегралы, зависящие от параметра (ИЗП) . Случай постоянных 
пределов интегрирования. 

2. Собственные ИЗП. Случай переменных пределов интегрирования. 
3. Равномерная сходимость несобственных ИЗП. Примеры. Критерий Коши. 
4. Признаки равномерной сходимости несобственных ИЗП (Вейерштрасса, 

Дирихле-Абеля, Дини). 
5 . Непрерывность и интегрируемость несобственных ИЗП на отрезке. 
6. Дифференцируемость несобственных ИЗП. 
7 . Интегрируемость несобственных ИЗП на полупрямой. 
8. Вычисление интеграла Дирихле. 
9. Свойства Г-функции Эйлера. 
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10. Свойства В-функции Эйлера. Связь между зй:Леровыми интегралами. 

11. Вывод асимптотической формулы для интеграла J е-Лt' f (t) dt, ). -+ +оо. 
12. Асимптотическая формула для функции Г(Л+l), ). -+ +оо. Формула Стир­

линга. 
13. Разрывный множитель Дирихле. 

Задачи для коллоквиума 

1. ([11], гл. I, § 5 , задача 53) Пусть f Е С[О, 1]. Доказать, что
l 

lim j у-2 ехр(-ху-2)! (х) dx = f (О). 
у�О . 

о 
00 . 

2. Доказать, что J sinxcrж dx сходится неравномерно по а Е (0,+оо), но замена·
о 

у = ах превращает его в равномерно сходящийся интеграл. 
3. ([11], гл. I, § 5, задача 57) Задана функция 

f(x,y) = { с:;�з. у> 0,0 � х � 1,
1, y=O,O::;x::;l. 

1 
Показать, что функция F(y) = J f(x, у) dx определена и непрерывна на [О, 1],о 1 
функция f (х, у) интегрируема на [О, 1] для любого х Е [О, 1], но J F(y) dy f
1 1 
J dx J f (х, у) dy. 
о о 

о 

4. ([11], г;;;,. I, § 5, задача61) Пусть функция f(x, у) непрерывна t1a [а, +оо) х [с, d] 
и интеграл J f (х, у) dx сходится равномерно на (с, d). Доказать, что этот интеграл 

а 
сходится равномерно на [с, d]. 

5. ([11], гл. I, § 5, задача 63) Задана функция { О, у = О, х > О, 
f(x, у)= 1, у> О, О::; х ::; 1/у,

о, у > о, х > 1/у. 
+оо 

Показать, что интеграл J f(x,ylвinx dx сходится равномерно на [О, 1], а интеграл
о 

+оо 
J f(x,yUsinx/ dx сходится неравномерно на [О, 1].о 

6. ([11), гл. I, § 5, задача68) Задана функция { о, 
f(x,y) = � 

ху' 

у.= о, х;::: о, 
о < у � 1, о ::; х ::; 1/у,

о <у::; 1, х > 1/у. 
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1Г/2 
5. Вычислить J sin312 х cos112 х dx. 

о 
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[-7Г, 7Г]. 
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1. Разложить функцию, заданную графически по косинусам кратных дуг, на­

рисовать график суммы ряда Фурье: 

� 
. 71 
-r. 

/} '1f/7- 11 .z: 
2. Разложить в ряд Фурье функцию, зада1шую графически на [О, 37!"], нарисовать

график суммы ряда Фурье: 

ч- -- --:· 
�1 

Вопросы к коллоквиуму по теме 

"Интегралы, зависящие от параметра" 

1. Собственные интегралы, зависящие от параметра (ИЗП) . Случай постоянных 
пределов интегрирования. 

2. Собственные ИЗП. Случай переменных пределов интегрирования. 
3. Равномерная сходимость несобственных ИЗП. Примеры. Критерий Коши. 
4. Признаки равномерной сходимости несобственных ИЗП (Вейерштрасса, 

Дирихле-Абеля, Дини). 
5 . Непрерывность и интегрируемость несобственных ИЗП на отрезке. 
6. Дифференцируемость несобственных ИЗП. 
7 . Интегрируемость несобственных ИЗП на полупрямой. 
8. Вычисление интеграла Дирихле. 
9. Свойства Г-функции Эйлера. 
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10. Свойства В-функции Эйлера. Связь между зй:Леровыми интегралами. 

11. Вывод асимптотической формулы для интеграла J е-Лt' f (t) dt, ). -+ +оо. 
12. Асимптотическая формула для функции Г(Л+l), ). -+ +оо. Формула Стир­

линга. 
13. Разрывный множитель Дирихле. 

Задачи для коллоквиума 

1. ([11], гл. I, § 5 , задача 53) Пусть f Е С[О, 1]. Доказать, что
l 

lim j у-2 ехр(-ху-2)! (х) dx = f (О). 
у�О . 

о 
00 . 

2. Доказать, что J sinxcrж dx сходится неравномерно по а Е (0,+оо), но замена·
о 

у = ах превращает его в равномерно сходящийся интеграл. 
3. ([11], гл. I, § 5, задача 57) Задана функция 

f(x,y) = { с:;�з. у> 0,0 � х � 1,
1, y=O,O::;x::;l. 

1 
Показать, что функция F(y) = J f(x, у) dx определена и непрерывна на [О, 1],о 1 
функция f (х, у) интегрируема на [О, 1] для любого х Е [О, 1], но J F(y) dy f
1 1 
J dx J f (х, у) dy. 
о о 

о 

4. ([11], г;;;,. I, § 5, задача61) Пусть функция f(x, у) непрерывна t1a [а, +оо) х [с, d] 
и интеграл J f (х, у) dx сходится равномерно на (с, d). Доказать, что этот интеграл 

а 
сходится равномерно на [с, d]. 

5. ([11], гл. I, § 5, задача 63) Задана функция { О, у = О, х > О, 
f(x, у)= 1, у> О, О::; х ::; 1/у,

о, у > о, х > 1/у. 
+оо 

Показать, что интеграл J f(x,ylвinx dx сходится равномерно на [О, 1], а интеграл
о 

+оо 
J f(x,yUsinx/ dx сходится неравномерно на [О, 1].о 

6. ([11), гл. I, § 5, задача68) Задана функция { о, 
f(x,y) = � 

ху' 

у.= о, х;::: о, 
о < у � 1, о ::; х ::; 1/у,

о <у::; 1, х > 1/у. 
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Показать, что при лЮбом у0 Е [О, 1] функция f(x, у0) монотонна на [О, +оо) и 
+оо 

lim f(x,yo) =О, но интеграл J f(x,y)sinxdx сходится неравномерно на [0,1].
ж�+оо 

о 

Какое условие признака Дирихле 'нарушено? 
+оо 

7. ([11], гл. I, § 5, задача 69) Пусть интеграл J f (х, у) sinx dx сходится равномер-
о 

но на Ми для любого Уо ЕМ функция f(x, у0) монотонна на [О, +оо) и стремится к
нулю при х-+ +оо. Доказать, что f (х, у) при х -+  +оо сходится к нулю равномерно
нам. 

8. ([11], гл. I, § 5, задача 71) Доказать, что интеграл

оо 2'1Гn2 
сходится неравномерно на (О, 1), а ряд L; J е-ху cos х dx сходится равномерно 

n;l 21'(n-1)2 
на (О, 1). 

9. ([11], гл. III, § 5, пр.14) Доказать, что Г(*)Г(�) ". Г(n�i) = (2w) n21 п-t для
всех натуральных n. 

Программа семинарских занятий по теории функций комплексного 

переменного (ТФКП) 

Занятие 1. Комплексные числа и их свойства
1.2 1), 3),8),10); 1.4 1), 3),5), 7); 1.11 1), 2); 1.13 1), 2), 3), 6); 1.14; 1.25 1) - 5).

Дома: 1.2 4), 5), 6), 9); 1.4 2), 4), 6), 8); 1.11 3), 4); 1.13 4), 5), 7), 8); 1.15; 1.25 6) -

11). 
Дополи.: [7] 4; 9; 15; 16; 60. [16] 1.09; 1.14; 1.27; 1.28; 1.31; 1.59; 1.64; 1.65.

Занятие 2. Последовательности, ряды и бесконечные произведе.ния комплекс­
ных чисел. 

2.3; 2.5; 2.8; 2.18; 2.20; 2.23 1), 2); 2.27; 2.29 4), 6); 2.52; 2.53; 2.56 1), 2); 2.73 1), 3) 5). 
Дома: 2.4; 2.7; 2.12; 2.26; 2.28; 2.51; 2.55; 2.56 3), 4); 2.57 2), 4), 6). 
Дополи.: [7] 438; 443; 444. [16] 2.10; 2.12; 2.15; 2.21; 2.27; 2.33. 
Занятие 3. Функции комплексного переменного. Непрерывность и равномерная

непрерывность. 
3.25; 3.26; 3.27 4),10); 3.33 1), 3) 8); 3.34; 3.37. 
Дома: 3.23; 3.27 5), 6), 11); 3.28; 3.33 2), 6) 9); 3.36 1)-8); 3.46. 
Дополи.: [7] 71; 74; 100; 102; 104. [16] 3.08; 3.10. 
Занятие 4. Дифференцируемость функций комплексного переменного.
5.1 1), 4) 9); 5.3; 5.4; 5.8 а); 5.9. 
Дома: 5.1 2), 3), 5), 13),14); 5.7; 5.8б); 5.11; 5.12; 5.14. 
Дополн.: [7] 105; 110; 111; 128-131. [16] 8.08; 8.15; 8.16; 8.39; 8.40; 8.56; 9.09; 9.10. 

20 

Занятие 5. Интегрирование функций комплексного переменного. Интеграль-
ная теорема Коши, вычисление интегралов. 

6.5; 6.7; 6.9; 6.12; 6.15 1); 6.24; 6.27; 6.49; 6.53; 6.60. 
Дома: 6.6; 6.10; 6.11; 6.15 3); 6.28; 6.29; 6.50; 6.52; 6.62. 
Дополи.: [7] 402; 403; 405; 412. [16] 10.07; 10.11; 10.13; 10.19. 
Занятие 6. Интегральная формула Коши, интеграл типа Коши.
7.4; 7.6 1), 4), 6), 9); 7.8; 7.15; 7.20. 
Дома: 7.5; 7.6 2),3), 5); 7.10; 7.11; 7.12; 7.17. 
Дополи.: [7] 427; 428; 429. [16] 10.24; 10.29; 10.35; 10.46; 10.47; 10.48. 
Занятие 7. Степенные ряды. Ряды из аналитических функций.
8.2 1), 4), 9), 10); 8 .3 1), 3), 4); 8.6 1), 2); 8.8; 8.9; 8.12. 
Дома: 8.2 2), 3), 5), 6); 8.3 2), 5), 6); 8.6 3); 8.13*. 
Дополи.: [7] 469; 491; 508. [16] 11.04; 11.05; 11.06; 11.11; 11.17. 
Занятие 8. Разложение аналитической функции в ряд Тейлора. Нули анали-·

тических функций. 
8.14 1), 3), 7); 8 .15; 8.16 11), 12), 13); 8.18 1), 2); 8.19; 8.26 1); 8.47 1), 2), 3), 4). 
Дома: 8.14 2), 4), 5), 6); 8.16 7), 8), 9), 10); 8.17, 2); 8 .18 3), 4); 8.20; 8.26 2); 8.48. 
Дополи.: [7] 467; 477; 478. [16] 6.08; 6.31; 6.32. 
Занятие 9. Ряды Лорана.
9.16 1), 2), 3); 9.17 1), 3), 6); 9.21; 9.23 1), 2); 9.24; 9.25 1)-5); 9.26 1). 
Дома: 9.16 4)-7); 9.17 2), 4), 5), 7); 9.18; 9.19; 9.23 3), 4); 9.25 6)-10); 9.26 3), 4). 
Дополи.: [7] 576; 577; 579; 585. [16] 20.08; 20.09; 20.16 1)-5); 20.32. 
Занятие 10. Изолированные особые точки.
9.27 1)-4); 9.28; 9.31 1), 2); 9.37; 9.40. 
Дома: 9.27 5)-9); 9.29; 9.31 3), 4); 9.32; 9.36; 9.39. 
Дополи.: [7] 606; 607; 612; 628; 629; 640. [16] 19.03; 19.08 7), 8); 19:15 1)-5). 
Занятие 11. Вычеты. Вычисление интегралов с помощью вычетов.
12.9 2), 3), 5), 9); 12.11 1), 4), 7), 9). 

. 

Дома: 12.9 4), 6), 12), 15); 12.11 2), 5), 6), 10); 12.12. 
Дополи.: [7] 797; 799; 804; 805; 808; 824; 836. [16] 21.02; 21.03; 21.10; 21.12; 21.17. 
Занятие 12. Вычисление интегралов с помощью вычетов (продолжение).
12.13 2), 5), 10); 12.16 1), 7); 12.18 1), 4), 7); 12.23 1), 2); 12.31" 1), 2). 
Дома: 12.13 4), 6), 7); 12.16 2), 3), 5); 12.18 2), 5),13); 12.23 5); 12.31* 3), 4). 
Дополи.: [7] 874; 846; 849; 858 2); 865; 878. [16] 28.03; 28.05; 28.07; 28.09; 28.19. 
Занятие 13. Конфррмные отображения: дробно-линейные и степенные функ-

ции. 
13.41 1), 3); 13.46 1); 13.50 1); 13.39 1); 13.70; 13.74 1); 13.75 1). 
Дома: 13.41 2), 4); 13.46 2); 13.50 2); 13.39 2); 13.69; 13.74 2), 5); 13.75 2). 
Дополи.: [7] 160; 164; 180; 214; 244; 255. [16] 33.19; 35.05; 35.13; 35.14. 
Занятие 14. Конформные отобра.Жения: е•, функция Жуковского, тригономет­

рические функции и обратные к ним. 
13.79 1)-4); 13.80 1)-3); 13.81; 13.82; 13.84 1); 13.85; 13.88 1); 13.89 1) 13.93 2), 3). 
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Показать, что при лЮбом у0 Е [О, 1] функция f(x, у0) монотонна на [О, +оо) и 
+оо 

lim f(x,yo) =О, но интеграл J f(x,y)sinxdx сходится неравномерно на [0,1].
ж�+оо 

о 

Какое условие признака Дирихле 'нарушено? 
+оо 

7. ([11], гл. I, § 5, задача 69) Пусть интеграл J f (х, у) sinx dx сходится равномер-
о 

но на Ми для любого Уо ЕМ функция f(x, у0) монотонна на [О, +оо) и стремится к
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Занятие 3. Функции комплексного переменного. Непрерывность и равномерная

непрерывность. 
3.25; 3.26; 3.27 4),10); 3.33 1), 3) 8); 3.34; 3.37. 
Дома: 3.23; 3.27 5), 6), 11); 3.28; 3.33 2), 6) 9); 3.36 1)-8); 3.46. 
Дополи.: [7] 71; 74; 100; 102; 104. [16] 3.08; 3.10. 
Занятие 4. Дифференцируемость функций комплексного переменного.
5.1 1), 4) 9); 5.3; 5.4; 5.8 а); 5.9. 
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Занятие 5. Интегрирование функций комплексного переменного. Интеграль-
ная теорема Коши, вычисление интегралов. 

6.5; 6.7; 6.9; 6.12; 6.15 1); 6.24; 6.27; 6.49; 6.53; 6.60. 
Дома: 6.6; 6.10; 6.11; 6.15 3); 6.28; 6.29; 6.50; 6.52; 6.62. 
Дополи.: [7] 402; 403; 405; 412. [16] 10.07; 10.11; 10.13; 10.19. 
Занятие 6. Интегральная формула Коши, интеграл типа Коши.
7.4; 7.6 1), 4), 6), 9); 7.8; 7.15; 7.20. 
Дома: 7.5; 7.6 2),3), 5); 7.10; 7.11; 7.12; 7.17. 
Дополи.: [7] 427; 428; 429. [16] 10.24; 10.29; 10.35; 10.46; 10.47; 10.48. 
Занятие 7. Степенные ряды. Ряды из аналитических функций.
8.2 1), 4), 9), 10); 8 .3 1), 3), 4); 8.6 1), 2); 8.8; 8.9; 8.12. 
Дома: 8.2 2), 3), 5), 6); 8.3 2), 5), 6); 8.6 3); 8.13*. 
Дополи.: [7] 469; 491; 508. [16] 11.04; 11.05; 11.06; 11.11; 11.17. 
Занятие 8. Разложение аналитической функции в ряд Тейлора. Нули анали-·

тических функций. 
8.14 1), 3), 7); 8 .15; 8.16 11), 12), 13); 8.18 1), 2); 8.19; 8.26 1); 8.47 1), 2), 3), 4). 
Дома: 8.14 2), 4), 5), 6); 8.16 7), 8), 9), 10); 8.17, 2); 8 .18 3), 4); 8.20; 8.26 2); 8.48. 
Дополи.: [7] 467; 477; 478. [16] 6.08; 6.31; 6.32. 
Занятие 9. Ряды Лорана.
9.16 1), 2), 3); 9.17 1), 3), 6); 9.21; 9.23 1), 2); 9.24; 9.25 1)-5); 9.26 1). 
Дома: 9.16 4)-7); 9.17 2), 4), 5), 7); 9.18; 9.19; 9.23 3), 4); 9.25 6)-10); 9.26 3), 4). 
Дополи.: [7] 576; 577; 579; 585. [16] 20.08; 20.09; 20.16 1)-5); 20.32. 
Занятие 10. Изолированные особые точки.
9.27 1)-4); 9.28; 9.31 1), 2); 9.37; 9.40. 
Дома: 9.27 5)-9); 9.29; 9.31 3), 4); 9.32; 9.36; 9.39. 
Дополи.: [7] 606; 607; 612; 628; 629; 640. [16] 19.03; 19.08 7), 8); 19:15 1)-5). 
Занятие 11. Вычеты. Вычисление интегралов с помощью вычетов.
12.9 2), 3), 5), 9); 12.11 1), 4), 7), 9). 

. 

Дома: 12.9 4), 6), 12), 15); 12.11 2), 5), 6), 10); 12.12. 
Дополи.: [7] 797; 799; 804; 805; 808; 824; 836. [16] 21.02; 21.03; 21.10; 21.12; 21.17. 
Занятие 12. Вычисление интегралов с помощью вычетов (продолжение).
12.13 2), 5), 10); 12.16 1), 7); 12.18 1), 4), 7); 12.23 1), 2); 12.31" 1), 2). 
Дома: 12.13 4), 6), 7); 12.16 2), 3), 5); 12.18 2), 5),13); 12.23 5); 12.31* 3), 4). 
Дополи.: [7] 874; 846; 849; 858 2); 865; 878. [16] 28.03; 28.05; 28.07; 28.09; 28.19. 
Занятие 13. Конфррмные отображения: дробно-линейные и степенные функ-

ции. 
13.41 1), 3); 13.46 1); 13.50 1); 13.39 1); 13.70; 13.74 1); 13.75 1). 
Дома: 13.41 2), 4); 13.46 2); 13.50 2); 13.39 2); 13.69; 13.74 2), 5); 13.75 2). 
Дополи.: [7] 160; 164; 180; 214; 244; 255. [16] 33.19; 35.05; 35.13; 35.14. 
Занятие 14. Конформные отобра.Жения: е•, функция Жуковского, тригономет­

рические функции и обратные к ним. 
13.79 1)-4); 13.80 1)-3); 13.81; 13.82; 13.84 1); 13.85; 13.88 1); 13.89 1) 13.93 2), 3). 
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Дома: 13.79 5)-7); 13.80 4), 5); 13.83; 13.84 2); 13.88 2); 13.89 2) 13.93 6), 7) . 
Дополн.: [7] 262; 264; 303; 304; 307. [16] 35.10; 35.22; 35.29. 
Занятие 15. Преобразование Лапласа.
15.6 4), 7); 15.18 1)-5); 15.21; 15.36 3),4); 15.37 1), 3). 
Дома: 15.6 1)-3), 8); 15.18 6)-8); 15.26 1);3); 15.36 1),2); 15.37 4),5). 
Занятие 16. Контрольная работа.

Варианты контрольной работы по ТФКП 

Вариант 1 
1. Разложить функцию f (z) в ряд Лорана по степеням z в кольце D, содержащем

точку 3/4. Указать границы кольца D. 

f(z) = 1+2z2 
1 + z - z2 

2. Найти все особые точки функции J(z) и определить их вид:

f (z) = 1 '-- ch(z/2)
. 

е' - еЗz 
3. Применяя теорию вычетов, вычислить интегралы 

а) ! \z-1/2\=l 
б) 

/00 (1- х) cos2x dx.
х2 + 6х + 10 

-оо 

4. Отобразить конформно область {lzl > 1,max(Rez,Imz) >О} на верхнюю
полуплоскость. 

Вариант 2 
1. Найти множество точек z, в которых функция J(z) = lzl е' является диффе­

ренцируемой. 
2. Разложить функцию J(z) = ch z в ряд Тейлора с центром в точке z = 2i и

указать область, где справедливо разложение. 
3. Разложить функцию J(z) = (z+lJ�z-2) в ряд Лорана.в кольце {О< lz+ 11 < 3}.
4. Определить все особые точки функции f (z) = sin{.�1) и классифицировать

их, включая точку z = оо. 
5. Вычислить интеграл J sin ,�1 dz.

\z\=3 
+оо 

6. Вычислить интеграл J (ж'+а'!)·(�'+ь') dx, Re а, Reb > О.
о 

7. Конформно отобразить на верхнюю полуплоскость внутренность угла Н <
aтgz <�} с выброшенным лучом [i, ioo] = {itlt 2: 1}.
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Задачи по ТФКП к экзамену 

1. Найти lim e2"ien!.
n->oo 

2. а) Существует ли функция f Е A(lzl < 1) ·rакая, что для всех n � 2 имеем:
J(l/n) = 1/n? б) Тот же вопрос для J(l/n) = (-l)n /п.

3. Существует ли функция f Е A(IC) такая, что IJ(z)I � el•I - 1 для всех z Е С? 
4. Существует ли функция f Е A(IC \{О}) такая, что lf(z)I � e1/l•l7 
5. Пусть а· Е С, f (z) имеет в точке а устранимую особенность, g(z) - полюс, h(z)

- существенную особенность. Какую особенность в точке а могут иметь функции:
а) Jk(z)gm(z), k, т Е Z ; б) gk(z)hm(z), k, т Е Z ; в) eg(z). Привести примеры. 

6. Имеет ли функция� первообразную в {О < lzl < 1}? Иными словами, суще­
ствует ли такая функция f Е А (О< lzl < 1) такая, что j"(z) = � при О < Jzl < 1? 

7. Найти радиус сходимости ряда Тейлора функции ��\��6 с центром в точке
z = i. 

8. Пусть J Е А (С\ {z1, ... , Zn}) (одна из точек Z1, .. .  , Zn может быть равна оо),
причем каждая из точек z1, ... , Zn явлнется полюсом для f(z). Доказать, что f(z) 
рациональна. 

в J 
z2001 d 9. ычислить интеграл z2002_1 z. \z\=2 

10. Пусть f(z) - непостоянная целая функция. Доказать, что М(т) = maxlf(z)I\z\=r 
есть строго возрастающая функция от r. 

11. Существует ли функция f'(z) Е А (Jzl < 2) такая, что f (z) = z при lzl = 1? 
12. Привести пример функции f Е С(К), которую нельзя равномерно на К 

приблизить многочленами от z, если: а) К= {Jzl :'::: 1}; б) К= {lzl = 1}.
13. Найти число нулей (с учетом кра·гности) следующих функций в круге Jzl < 1:

а) z7 + 5z4 - 2z2 + 1; б) z2 + зе•-•; в) 2z2 + cos z.
14. Отображение f : D � С называется локалъно конформнъ�м, если каждая

точка z0 Е D имеет окрестность U(z0) С D, в которой f конформно. Привести
пример отображения f : D � С, которое локально конформно, но не конформно. 

15. Можно ли конформно отобразить область С \ {О} на {О < 1z1 < 1}?

Зада"iu повъ�шенной трудности 

1. Существует ли f Е A(Jzl < 1) такая, что для всех п � 2 имеем: !(*) = ;fr.
2. Пусть f,g - целые функции и f3(z) + g3(z) = 1 для всех z Е С. Доказать, что

f = const и g = const. 
00 

3. Доказать, что сумма степенного ряда Е z2" не продолжается аналитически. n=O ни через одну точку границы его круга сходимости. 
4. Доказать лемму Шварца: Пусть J Е A(Jzl < 1), /(О)= О и lf(z)J ::;;; 1 при Jzl <

1. Тогда IJ (z) 1 ::;;; Jzl при Jzl < 1, причем если найдется точка zo =/=О с IJ (zo)I = JzoJ,
то J(z) = Cz для некоторой константы СЕ С. Вывести отсюда (или из неравенств
Коши), что в условиях леммы Шварца IJ'(O)J ::;;; 1, причем если JJ'(O)J = 1, то
J(z) = Cz для некоторой константы С Е  С. 
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Дома: 13.79 5)-7); 13.80 4), 5); 13.83; 13.84 2); 13.88 2); 13.89 2) 13.93 6), 7) . 
Дополн.: [7] 262; 264; 303; 304; 307. [16] 35.10; 35.22; 35.29. 
Занятие 15. Преобразование Лапласа.
15.6 4), 7); 15.18 1)-5); 15.21; 15.36 3),4); 15.37 1), 3). 
Дома: 15.6 1)-3), 8); 15.18 6)-8); 15.26 1);3); 15.36 1),2); 15.37 4),5). 
Занятие 16. Контрольная работа.

Варианты контрольной работы по ТФКП 

Вариант 1 
1. Разложить функцию f (z) в ряд Лорана по степеням z в кольце D, содержащем

точку 3/4. Указать границы кольца D. 

f(z) = 1+2z2 
1 + z - z2 

2. Найти все особые точки функции J(z) и определить их вид:

f (z) = 1 '-- ch(z/2)
. 

е' - еЗz 
3. Применяя теорию вычетов, вычислить интегралы 

а) ! \z-1/2\=l 
б) 

/00 (1- х) cos2x dx.
х2 + 6х + 10 

-оо 

4. Отобразить конформно область {lzl > 1,max(Rez,Imz) >О} на верхнюю
полуплоскость. 

Вариант 2 
1. Найти множество точек z, в которых функция J(z) = lzl е' является диффе­

ренцируемой. 
2. Разложить функцию J(z) = ch z в ряд Тейлора с центром в точке z = 2i и

указать область, где справедливо разложение. 
3. Разложить функцию J(z) = (z+lJ�z-2) в ряд Лорана.в кольце {О< lz+ 11 < 3}.
4. Определить все особые точки функции f (z) = sin{.�1) и классифицировать

их, включая точку z = оо. 
5. Вычислить интеграл J sin ,�1 dz.

\z\=3 
+оо 

6. Вычислить интеграл J (ж'+а'!)·(�'+ь') dx, Re а, Reb > О.
о 

7. Конформно отобразить на верхнюю полуплоскость внутренность угла Н <
aтgz <�} с выброшенным лучом [i, ioo] = {itlt 2: 1}.
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Задачи по ТФКП к экзамену 

1. Найти lim e2"ien!.
n->oo 

2. а) Существует ли функция f Е A(lzl < 1) ·rакая, что для всех n � 2 имеем:
J(l/n) = 1/n? б) Тот же вопрос для J(l/n) = (-l)n /п.

3. Существует ли функция f Е A(IC) такая, что IJ(z)I � el•I - 1 для всех z Е С? 
4. Существует ли функция f Е A(IC \{О}) такая, что lf(z)I � e1/l•l7 
5. Пусть а· Е С, f (z) имеет в точке а устранимую особенность, g(z) - полюс, h(z)

- существенную особенность. Какую особенность в точке а могут иметь функции:
а) Jk(z)gm(z), k, т Е Z ; б) gk(z)hm(z), k, т Е Z ; в) eg(z). Привести примеры. 

6. Имеет ли функция� первообразную в {О < lzl < 1}? Иными словами, суще­
ствует ли такая функция f Е А (О< lzl < 1) такая, что j"(z) = � при О < Jzl < 1? 

7. Найти радиус сходимости ряда Тейлора функции ��\��6 с центром в точке
z = i. 

8. Пусть J Е А (С\ {z1, ... , Zn}) (одна из точек Z1, .. .  , Zn может быть равна оо),
причем каждая из точек z1, ... , Zn явлнется полюсом для f(z). Доказать, что f(z) 
рациональна. 

в J 
z2001 d 9. ычислить интеграл z2002_1 z. \z\=2 

10. Пусть f(z) - непостоянная целая функция. Доказать, что М(т) = maxlf(z)I\z\=r 
есть строго возрастающая функция от r. 

11. Существует ли функция f'(z) Е А (Jzl < 2) такая, что f (z) = z при lzl = 1? 
12. Привести пример функции f Е С(К), которую нельзя равномерно на К 

приблизить многочленами от z, если: а) К= {Jzl :'::: 1}; б) К= {lzl = 1}.
13. Найти число нулей (с учетом кра·гности) следующих функций в круге Jzl < 1:

а) z7 + 5z4 - 2z2 + 1; б) z2 + зе•-•; в) 2z2 + cos z.
14. Отображение f : D � С называется локалъно конформнъ�м, если каждая

точка z0 Е D имеет окрестность U(z0) С D, в которой f конформно. Привести
пример отображения f : D � С, которое локально конформно, но не конформно. 

15. Можно ли конформно отобразить область С \ {О} на {О < 1z1 < 1}?

Зада"iu повъ�шенной трудности 

1. Существует ли f Е A(Jzl < 1) такая, что для всех п � 2 имеем: !(*) = ;fr.
2. Пусть f,g - целые функции и f3(z) + g3(z) = 1 для всех z Е С. Доказать, что

f = const и g = const. 
00 

3. Доказать, что сумма степенного ряда Е z2" не продолжается аналитически. n=O ни через одну точку границы его круга сходимости. 
4. Доказать лемму Шварца: Пусть J Е A(Jzl < 1), /(О)= О и lf(z)J ::;;; 1 при Jzl <

1. Тогда IJ (z) 1 ::;;; Jzl при Jzl < 1, причем если найдется точка zo =/=О с IJ (zo)I = JzoJ,
то J(z) = Cz для некоторой константы СЕ С. Вывести отсюда (или из неравенств
Коши), что в условиях леммы Шварца IJ'(O)J ::;;; 1, причем если JJ'(O)J = 1, то
J(z) = Cz для некоторой константы С Е  С. 
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5. Пусть f Е A( lz l  < 1) и lf (z) I ,,;;; 1 при lz l  < 1 .  Доказать, что l f'(z) I ,,;;; 1���/!1' 

при lz l < 1. · 
6. Пусть П = {Re z > О}.  Существует ли f Е А(П) такая, что l f l  ,,;;; 1 на П и

lf'(l ) I  > 100?
7. Пусть D С С - ограниченная (не обязательно односвязная) область, а функ­

ция f Е A(D) такова, что f (D) С D и f (а) = а для некоторой точки а Е D.
Доказать, что l f' (a) I ,,;;; 1 . Доказать, что если f'(a) = 1 ,  то f(z) = z.

Вариант зачетной комиссии 

1. Разложить функцию f(x) = х2 в тригонометрический ряд Фурье в интервале 
(О, 27Г). К чему сходится полученное выражение в точке х = 27Г? 

2. Обосновать возможность дифференцирования щ:щ знаком интеграла и вы­
числить интеграл: 

J ( sin
x
ax) 2 dx.

о 

3. Исследовать на равномерную сходимость на множестве:
00 ! -а2ж2 d ае х, 

1 

а >  О. 

4. Разложить в ряд Лорана на указанном множестве 

f (z) = 2z + 1 , 1 1 z2 + z - 2
· 1 < z < 2 .

5 . Применить методы ТФКП для вычисления интеграла. Обосновать примени­
мость метода. 

00 ! x sin ax dx 
х2 + k2 , а, k > О.

о 

6. Отобразить конформно сектор { lz l  < 2, О <  arg z < 7r/4} на {Im w > О} .

Вопросы к экзамену 

В каждом экзаменационном билете - два вопроса: один по математическому ана­
лизу, второй - по теории функций комплексного переменного. 

Часть 1. Математический анализ 

1. Собственные интегралы, зависящИе от параметра (ИЗП). 
2. Признаки равномерной сходимости несобственных ИЗП (Вейерштрасса, 

Дирихле-Абеля, Дини) .  
3 .  Непрерывность и интегрируемость несобственных ИЗП на  отрезке.
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4. Дифференцируемость несобственных ИЗП.
5. Интегрируемость несобственных ИЗП на полупрямой. 
6. Вычисление интеграла Дирихле. 
7. Свойства Г-функции Эйлера. 
8. Свойства В-функции Эйлера. Связь между эйлеровыми интегралами. 
9. Асимптотическая формула для функции Г(Л+ 1) , Л --+ +оо. Формула Стир­

линга. 
10. Ортонормированные системы. Задача о наилучшем приближении элемента 

евклидова пространства. 
11. Замкнутость и полнота ортонормированных систем.
12. Теорема Фейера. 
13. Замкнутость тригонометрической системы. Следствия из замкнутости.
14. Теоремы Вейерштрасса о равномерном приближении непрерывной функции. 
15 . Локальная теорема Фейера. 
16. Простейшие условия равномерной сходимости и почленной дифференциру­

емости рядов Фурье. 
17. Уточнённые условия равномерf!Ой сходимости ряда Фурье. 
18. Условие сходимости тригонометрического ряда Фурье в точке. Сходимость 

ряда Фурье кусочно-гельдеровой функции. 
19. Принцип локализации Римана. 
20. Свойства преобразован:ия Фурье. 
21 .  Условия разложимости функции в интеграл Фурье. 

Часть 2. ТФКП 

1. Стереографическая проекция. 
2. Функции комплексного переменного. Предел. Непрерывность. 
3. Дифференцируемость функций комплексного переменного. Аналитнчность. 
4. Теорема Коши и её обобщение. 
5. Интегральная формула Коши. 
6. Принцип максимума модуля аналитической функции. 
7. Гармонические функции и их свойства. Принцип максимума. 
8. Разложение гармонических функций в ряды. Ряд Фурье для гармонической 

функции. 
9. Бесконечная дифференцируемость аналитических функций. Теорема Лиувил-

ля. 
10. Неопределённый интеграл. Теорема Морера. 
11 .  Равномерно сходящиеся ряды аналитических функций. 
12 .  Аналитичность суммы степенного ряда. Теорема Тейлора. 
13. Теорема единственности аналитических функций. Нули аналитической

функции. 
14. Ряды Лорана. Теорема Лорана. 
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5. Пусть f Е A( lz l  < 1) и lf (z) I ,,;;; 1 при lz l  < 1 .  Доказать, что l f'(z) I ,,;;; 1���/!1' 

при lz l < 1. · 
6. Пусть П = {Re z > О}.  Существует ли f Е А(П) такая, что l f l  ,,;;; 1 на П и

lf'(l ) I  > 100?
7. Пусть D С С - ограниченная (не обязательно односвязная) область, а функ­

ция f Е A(D) такова, что f (D) С D и f (а) = а для некоторой точки а Е D.
Доказать, что l f' (a) I ,,;;; 1 . Доказать, что если f'(a) = 1 ,  то f(z) = z.

Вариант зачетной комиссии 

1. Разложить функцию f(x) = х2 в тригонометрический ряд Фурье в интервале 
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числить интеграл: 

J ( sin
x
ax) 2 dx.

о 

3. Исследовать на равномерную сходимость на множестве:
00 ! -а2ж2 d ае х, 

1 

а >  О. 

4. Разложить в ряд Лорана на указанном множестве 

f (z) = 2z + 1 , 1 1 z2 + z - 2
· 1 < z < 2 .

5 . Применить методы ТФКП для вычисления интеграла. Обосновать примени­
мость метода. 

00 ! x sin ax dx 
х2 + k2 , а, k > О.

о 

6. Отобразить конформно сектор { lz l  < 2, О <  arg z < 7r/4} на {Im w > О} .

Вопросы к экзамену 
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лизу, второй - по теории функций комплексного переменного. 

Часть 1. Математический анализ 

1. Собственные интегралы, зависящИе от параметра (ИЗП). 
2. Признаки равномерной сходимости несобственных ИЗП (Вейерштрасса, 

Дирихле-Абеля, Дини) .  
3 .  Непрерывность и интегрируемость несобственных ИЗП на  отрезке.
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4. Дифференцируемость несобственных ИЗП.
5. Интегрируемость несобственных ИЗП на полупрямой. 
6. Вычисление интеграла Дирихле. 
7. Свойства Г-функции Эйлера. 
8. Свойства В-функции Эйлера. Связь между эйлеровыми интегралами. 
9. Асимптотическая формула для функции Г(Л+ 1) , Л --+ +оо. Формула Стир­

линга. 
10. Ортонормированные системы. Задача о наилучшем приближении элемента 

евклидова пространства. 
11. Замкнутость и полнота ортонормированных систем.
12. Теорема Фейера. 
13. Замкнутость тригонометрической системы. Следствия из замкнутости.
14. Теоремы Вейерштрасса о равномерном приближении непрерывной функции. 
15 . Локальная теорема Фейера. 
16. Простейшие условия равномерной сходимости и почленной дифференциру­

емости рядов Фурье. 
17. Уточнённые условия равномерf!Ой сходимости ряда Фурье. 
18. Условие сходимости тригонометрического ряда Фурье в точке. Сходимость 

ряда Фурье кусочно-гельдеровой функции. 
19. Принцип локализации Римана. 
20. Свойства преобразован:ия Фурье. 
21 .  Условия разложимости функции в интеграл Фурье. 

Часть 2. ТФКП 

1. Стереографическая проекция. 
2. Функции комплексного переменного. Предел. Непрерывность. 
3. Дифференцируемость функций комплексного переменного. Аналитнчность. 
4. Теорема Коши и её обобщение. 
5. Интегральная формула Коши. 
6. Принцип максимума модуля аналитической функции. 
7. Гармонические функции и их свойства. Принцип максимума. 
8. Разложение гармонических функций в ряды. Ряд Фурье для гармонической 

функции. 
9. Бесконечная дифференцируемость аналитических функций. Теорема Лиувил-

ля. 
10. Неопределённый интеграл. Теорема Морера. 
11 .  Равномерно сходящиеся ряды аналитических функций. 
12 .  Аналитичность суммы степенного ряда. Теорема Тейлора. 
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15. Классификация изолированных особых точек. Устранимая особая точка. По­
люс. 

16. Существенно особая точка. Теорема Сохоцкого-Вейерштрасса.
17. Вычет аналитической функции в изолированной особой точке. Основная

теорема о вычетах. 
18. Вычисление интегралов с помощью вычетов. Лемма Жордана.
19. Логарифмический вычет. Теорема Руше. Принцип аргумента.
20. Аналитическое продолжение с вещественной оси. Элементарные функции.
21.  Аналитическое продолжение с помощью рядов и через границу. Принцип 

непрерывности. 
22. Аналитическое продолжение Гамма-функции Эйлера. Формула дополнения.
23. Основные принципы конформных отображений: принцип соответствия гра­

ниц и принцип симметрии Римана-Шварца. 
24. Свойство аналитической однолистной функции в области.
25. Локальное свойство однолистной функции. Отображение области на область

при конформном отображении. 
26. Дробно-линейная функция и её свойства.
27. Конформные · отображения, осуществляемые элементарными функциями.
28. Задача Дирихле для уравнения Лапласа. Случай круга и верхней полуплос­

кости. 
29. Следствие из решения задачи Дирихле для круга. Теорема Вейерштрасса о

приближении непрерывной функции многочленами. 
30. Функция Грина (функция источника) .
31.  Преобразование Лапласа и его основные свойства. 
32. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнеиий в част­

ных производных с помощью преобразования Лапласа. 
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